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1. Resolucion

Figura 1: Esquema del problema y diagrama de cuer-
po libre.

Lo importante en este problema es plantear un sis-
tema de coordenadas que simplifique las cuentas. Se
tomaré el angulo de polares 6 propuesto en el enun-
ciado. Se debe recordar la expresion de la aceleracion

en polares, teniendo en cuenta que 7 = 0.

1.1. Parte A

Para encontrar la ecuacion de movimiento, se debe
plantear el diagrama de cuerpo libre, obtener el va-
lor de la fuerza para cada posiciéon de la particula y

expresar la ecuacion diferencial. Como se observa en

la Figura 1 la fuerza que ejerce el resorte serd siem-
pre paralela al movimiento de la masa (tangente a
la circunferencia) mientras que la fuerza de gravedad
puede ser expresada en 2 componentes, una tangen-
te a la circunferencia y una normal. La componente
normal se anulara con la fuerza de vinculo del aro,
por lo que no importara, la componente tangente
viene dada por:

(1)

F, = mgsin(0)

Por el otro lado, la fuerza del resorte viene dada
como el apartamiento de la posiciéon de equilibrio
(en este caso # = 0) multiplicado por la constante

del resorte, es decir queda:

F.=—-kR0O (2)
Tanto en 1 como en 2 se puede ver que los signos es-
tan bien elegidos, al aumentar 6 la componente tan-
gente de la gravedad aumenta, mientras que la del
resorte aumenta en moédulo, pero con sentido con-

trario y viceversa: al disminuir 6, etc.

Entonces, de plantear las ecuaciones de Newton,

queda:

mRO =

= ﬁ(mg sin(f) — k R0)

F,+F,=mgsin(d) —kRO (3)

(4)
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Esta es una ecuaciéon similar a la del péndulo inverti-
do pero con un factor lineal en la posicion sumando.
Esta ecuaciéon no tiene una soluciéon analitica com-
pleta (como tampoco lo tiene el péndulo) por lo que
en los siguientes puntos nos centraremos en c6mo

resolverla mediante aproximaciones.

1.2. Parte B

Para poder resolver la ecuaciéon 4 aproximando al-
gunos términos, es necesario conocer cuales son las
posiciones de equilibrio estable. Para ello primero se
busca en qué lugares la fuerza se anula (la condicion
necesaria para encontrar un equilibrio) y luego se ve
que la derivada de la fuerza debe negativa (es decir
se tiene una fuerza restitutiva) para que el equilibrio

sea estable.

Las dos fuerzas presentes (del resorte y de grave-

dad) quedan como:

Ftot = —k RO+ mgsin(6) (5)
Hay que observar que por la forma en la que se to-
maron las coordenadas, no aparece el [, del resorte

en la ecuacién. Igualando a 0 se obtiene:

@9 = sin(f)
mg

(6)

Esta es una ecuacion trascendente, que salvo en con-
tados casos no se puede resolver analiticamente (no
se puede hallar un valor exacto para el angulo.) En la
Figura 2 se representan las dos partes de la ecuaciéon
(el seno y la recta.) Graficamente se pueden observar
condiciones para la existencia de puntos en los que
la fuerza se anula. Primero, § = 0 siempre sera un
equilibrio (siempre cumple con la ecuacion 6); ade-
més, como el movimiento esta limitado entre 7/2 y

—m/2, la pendiente de la recta debe ser mayor que

Figura 2: Interseccion entre una recta y el seno. Se
graficaron los dos casos limite de pendiente y uno
intermedio.

2/7 pero menor que 1. Es decir, que para tener mas
de una posiciéon de equilibrio se deben cumplir las

siguientes condiciones simultdneamente:

k 2

_R > = (7)
mg T

k

kAR <1 (8)
myg

Es ttil para el punto siguiente introducir el po-
tencial. Definiéndolo como F' = —dV//df, obtenemos
mediante una simple integracion:

1 2

V=myg cos(@)+§kR0 (9)

Las condiciones ahora, para equilibrios es que la de-
rivada del potencial sea 0 (un punto critico) y para
que sea estable que sea mayor que 0 (un minimo de

potencial'.) Derivando, se recuperan las condiciones
7y 8.

1.3. Parte C

Ahora analizaremos la estabilidad de cada uno de

los puntos de equilibrio. Realizando la derivada de

LAl contrario que con la fuerza, esto se debe al cambio de
signo en la definicién de potencial
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la fuerza (o la derivada segunda del potencial):

dF &V

@__W :—kR—l—mgcos(@)

(10)
Para que un equilibrio sea estable, se habia dicho
que la derivada de la fuerza debe ser negativa; para
la primer posicion de equilibrio § = 0 (reemplazando
en 10) se obtiene la siguiente condicién para que se
trate de un equilibrio estable:

kR

_— >

mg

kg
l=—>= 11
— > 5 (11)
Esta ecuacion es claramente lo opuesto a lo encon-
trado en 8. Es decir que para que # = 0 sea una
posicion de equilibrio estable, debe ser la tnica po-

sicién de equilibrio.

Analizando el segundo caso, donde se presentan
otros puntos de equilibrio distintos del 0, se tiene
que estos deben ser necesariamente equilibrios esta-
bles: resulta mucho méas simple y claro explicar este
punto con el potencial y no con la fuerza; el potencial
presenta un maximo para 6 = 0 pero tiende a infini-
to cuando § — +oo y como se trata de una funcion
continua, debe presentar algin minimo entre el 0 y
cualquier valor “grande”; como la derivada primera
se anula sblo 1 vez dentro del intervalo (0;7/2] (6
[—7/2;0),) en ambos casos se debe tratar de de un
minimo, es decir las otras dos posiciones de equilibrio

distintas de 8 = 0 son estables.

Una vez hecha la discusion analitica del proble-
ma, es Util mostrar graficamente la apariencia del
potencial para distintos coeficientes. Esto se observa
en la Figura 3. Se presenta un caso donde el 0 es
un equilibrio estable y otro en el que es un equilibrio
inestable, pero aparecen otros dos estables (este caso

se resolvera numéricamente en la parte E.)

Figura 3: Formas del potencial para diferentes valo-
res de los parametros involucrados.

1.4. Parte D

Dado que el tnico equilibrio del que se tiene el
valor exacto es el 0, se desarrollara la fuerza alrede-
dor de este punto, y luego se resolverd la ecuacion

diferencial teniendo en cuenta la condicién 11.

Se desarrolla la fuerza a primer orden (equivalen-
temente se puede decir que se desarrolla el potencial
a segundo orden):

dF

~ F(0) + —0

70 (12)

Como estamos en una posicion de equilibrio, el
término independiente (F(0)) desaparece. Es decir,
que la fuerza queda como:

FO)~(-kR+myg)0 (13)
Esta fuerza es igual a la de un resorte, proporcio-
nal al apartamiento del equilibrio, s6lo que la “cons-
tante” de elasticidad ahora es —k R + m g (como se
cumple la condicién 11, este término es negativo, de
la misma forma que sucederia para un resorte.) Su-
poniendo que los alumnos ya resolvieron el problema
del oscilador arménico en el que se tenia:

/

T+—x=0
m

(14)
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Se puede mostrar que las soluciones seran de la for-
ma;

0(t) = Acos(wt + ¢) (15)

En donde (recordando la ecuacion 4 en la que apa-

rece un factor 1/Rm y no solamente 1/m):

w_\/M_ k_ g
N Rm " Vm R

(16)

Hay que destacar en w aparece tanto el término debi-
do al resorte (k/m) como el debido al péndulo inver-
tido (g/R). Por la condicion 11, la frecuencia w seré
siempre real. Ay ¢ son dos constantes que dependen
de las condiciones iniciales ((0) y 6(0).)

Podria llegar a ser util (dependiendo de cuanto se
hubiera ejercitado hasta el momento) mostrar alguna
técnica de resolucion de ecuaciones diferenciales. Ya
sea utilizando exponenciales complejas o con senos
Y COSEnos.

Es interesante plantear también qué pasaria en el
caso en el que la masa no estuviera enhebrada al
alambre, sino apoyada sobre la superficie, estudiar
si en algiin momento dejaria de estar en contacto.
Para ello basta ver si en algtin momento la compo-
nente perpendicular a la superficie del peso es menor
que la fuerza centripeta necesaria para mantener el
movimiento circular:

mw? R > mg cos(f) (17)
En la resoluciéon numérica también se puede incluir
esta situacion, analizandolo en cualquier caso, no so6-

lo en pequenos apartamientos del equilibrio.

1.5. Parte E

Es util para la resolucién numeérica de un proble-
ma la presentacion de diferentes herramientas, como

lenguajes de programacion (y sus respectivos méto-

es]

1.5

-1

-1.5

Figura 4: Resolucién numérica alrededor de un equi-
librio inestable con velocidad inicial.

dos numeéricos) o programas como el Mathematica.
Por la simplicidad del problema no se observaran
grandes diferencias entre cualquiera de las eleccio-
nes, pero resolverlo con el Mathematica sera sensi-
blemente mas sencillo. Para ello se utiliza la funcion
“NDSolve” y luego se grafican los resultados, como
se observa en la Figura 4. Se eligio resolver el proble-
ma para el caso de un equilibrio inestable en 6 = 0
partiendo de esa posicion y con velocidad distinta de
0.

En cuanto a los lenguajes de programacion, apli-
car el método de Euler es quizas el camino mas claro
y facil de realizar, y para este problema en particu-
lar no deberia presentar inconvenientes. Es posible
usar casi cualquier lenguaje, desde Basic, C o C+—+,
hasta lenguajes usados para la programacion Web
como Java, Perl e inclusive ASP o PHP (este ulti-
mo en particular tiene la ventaja de un tratamiento
més ligero con las variables, evitando problemas por
errores en las declaraciones.)

El método de Runge-Kutta (RK4) elimina erro-
res de 6rdenes superiores, pero generalmente resulta
maés dificil de programar (especialmente al momento
de inicializar los parametros correctamente) y quizas
se desvia un poco la atencion soélo hacia las dificul-
tades computacionales en vez de hacia el verdadero

problema a resolver.



